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Résumé

Le portefeuille optimal issu du modeéle de gestion de portefeuille de Shefrin et Statman
(2000) differe de celui proposé par les approches classiques de Markowitz (1952) et de la
théorie de I’utilité espérée. Dans cette étude nous développons un modéle d’équilibre du
marché sur lequel tous les investisseurs se comportent conformément au modeéle de Shefrin et
Statman. Nous montrons que les prix des actifs établis a I’équilibre vérifient les mémes
conditions que ceux obtenus dans le cadre de la théorie de I’utilité espérée. Ainsi, nous
mettons un doute quant au positionnement particulier du modele de Shefrin et Statman

comme I’alternative a I’approche classique.

Introduction

La théorie comportementale du portefeuille’ (BPT dans la suite) de Shefrin et Statman
(2000) est une approche alternative aux modeles de gestion de portefeuille classiqgues comme
celui de Markowitz (1952). S’ appuyant sur le concept safety first la BPT tient compte de deux
phénoménes psychologiques révélés par des études empiriques et expérimentales.
Premiérement les études montrent que les individus ont tendance a déformer les probabilités
objectives (Allais (1953); Kahneman et Tversky (1979)). Le deuxieme phénomene qui joue

un réle important dans la gestion de portefeuille porte le nom de comptabilité mentale (Thaler

! Behavioral Portfolio Theory



(1985)). 1l sous entend que les individus traitent leur richesse différemment selon son
affectation et son origine.

Le portefeuille construit par un investisseur suivant la BPT peut différer de celui d’un
investisseur qui fait son choix comme le prédit le modele de Markowitz. En effet, ce dernier
suggere que les investisseurs cherchent a diminuer le risque, mesuré par la variance, en
détenant un portefeuille parfaitement diversifie. Or, Shefrin et Statman (2000) montrent que
les investisseurs ne se tournent pas forcément vers la diversification optimale. Selon ces
auteurs, les investisseurs peuvent choisir d’investir une partie non négligeable de leur richesse
dans un titre présentant une asymétrie positive importante, ayant les caractéristiques d’une
loterie. Plus précisément, les investisseurs cherchent dans un premier temps a assurer un
niveau de subsistance puis, sont préts a prendre des risques importants avec la richesse
restante.

Alors qu’au premier abord le comportement d’un BPT-investisseur difféere de celui
d’un agent de type Markowitz, les études récentes (Levy (2004); Broihanne, Merli, Roger
(2006)) montrent que les frontiéres efficientes obtenues dans le cadre de ces deux modeles
coincident dans le cas des actifs a rentabilités normales. Dans ce contexte d’autres questions
se posent. Premiérement, il peut étre intéressant de définir les portefeuilles optimaux en
présence de plusieurs agents ainsi que d’établir des conditions sur les prix d’équilibre dans le
cadre du modéle BPT. Deuxiemement, les résultats obtenus peuvent étre comparés avec ceux
qui sont connus dans la théorie financiere classique. Nous définissons ainsi I’objectif de cette
étude.

Ce papier s'organise autour de trois sections. Dans la premiére, nous passons
brievement en revue la BPT de Shefrin et Statman (2000) a travers un exemple aussi que les
travaux qui sont a la base de cette théorie. Dans la seconde section nous étudions dans un
premier temps le modele BPT dans le cas trés simplifié de deux actifs, puis nous confrontons
deux agents afin d’obtenir les portefeuilles et les prix d’équilibre. Nous démontrons que les
conditions d’équilibre dans le cadre du modéle BPT coincident avec celles obtenues dans la
théorie classique. Nous constatons ainsi des limites du modele BPT. Enfin, dans la troisiéme

section, nous finissons par une discussion.



1. La Théorie Comportementale du Portefeuille

Trois points déterminants sont a la base de la Théorie Comportementale du
Portefeuille de Shefrin et Statman (2000). Le premier point est le concept safety first introduit
par Roy (1952). Selon ce concept, chaque individu est caractérisé par un seuil qualifié de seuil
de subsistance, noté s, qui représente le niveau de richesse minimal a obtenir. Soit W une
variable aléatoire représentant la richesse finale de I’individu ou les paiements d’un
portefeuille. Une réalisation de W inférieure au seuil de subsistance S est percue par
I’individu comme une perte. Ainsi, dans les modeéles safety first la probabilité de se retrouver

au-dessous de s : P(W <s) joue le réle de mesure du risque. Le concept safety first a ensuite

été développé par Telser (1955) et Arzac et Bawa (1977). Telser a introduit la notion de
probabilité de faillite, notée «, admissible par I’investisseur. Il s’agit de la probabilité
(éventuellement tres faible) que le seuil de subsistance ne soit pas atteint. De cette fagon
I’investisseur safety first cherche a construire un portefeuille qui satisfait la contrainte de

sécurite P(W <s)<a. De méme, Arzac et Bawa ont ajouté wun critere de

choix supplémentaire : I’espérance de richesse finale ou I’espérance de rentabilité. Finalement
entre deux portefeuilles satisfaisant la contrainte de sécurité I’investisseur safety first choisit

celui qui a I'espérance E(W) maximale.

Un autre point important qui intervient dans le modele BPT est la déformation des
probabilités objectives par les individus. La théorie de I’utilité espérée qui a longtemps été
considérée comme un standard pour décrire les choix des individus en situation de risque
suppose des préférences linéaires en probabilités. Cependant, de nombreuses études
expérimentales menées par les psychologues et les économistes demontrent que les individus
ont tendance a déformer les probabilités objectives des événements (Edwards (1953, 1954) ;
Ali (1977) ; Kahneman, Slovic et Tversky (1982)). Plus précisément, on constate une
surestimation des événements extrémes a faibles probabilités et une sous estimation des
événements intermédiaires. Cette observation pourrait expliquer la grande popularité des
produits financiers associés a des loteries®. Le succés de ces derniers ne peut étre expliqué
dans le cadre de la théorie de I’utilité espérée qui suppose un comportement riscophobe de la
part des individus. Cependant, un billet de loterie promettant un gain extrémement éleve avec
une chance minime peut paraitre tres attirant sous I’hypothése de surestimation de la « vraie »
probabilité de gain. Afin de tenir compte de ce phénomene les modéles alternatifs a la théorie

de I'utilité espérée proposent de transformer les probabilités objectives en poids (Quiggin

2 Leonnet J. (1936) ; Pfiffelmann M. et Roger P. (2005).
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(1982); Yaari (1987); Tversky et Kahneman (1992)). Plusieurs fonctions de transformation
ont été proposées. Le débat portait non seulement sur la forme de la fonction permettant de
mieux traduire le comportement observé mais aussi sur les parameétres qui devraient intervenir
dans le calcul d’une telle fonction.

Ces modeéles alternatifs, nommeés non linéaires, ont aussi apporté une vision différente
de I’attitude face au risque des individus. En effet, dans la théorie classique I’individu est
qualifié de riscophobe si et seulement si sa fonction d’utilité est concave. En revanche, dans
les modéles non linéaires la fagcon dont un individu transforme les probabilités permet de le
caractériser comme étant pessimiste ou optimiste. Concretement, un individu pessimiste est
caractérisé par une fonction de transformation telle que I’espérance de la richesse finale
calculée sous les poids obtenus est inférieure a I’espérance calculée sous les probabilités
objectives®.

L’ application de la déformation des probabilités au concept safety first a permis a
Lopes (1987) de développer un modele qui servira par la suite de point de départ a la théorie
BPT de Shefrin et Statman (2000). Dans le modéle de Lopes (1987) le choix du portefeuille

se fait en maximisant les deux parametres P, (W > A) et E, (W) ou h est I’indicateur de

transformation des probabilités objectives en fonction du degré d’optimisme de I’agent. Le
seuil de subsistance s est remplacé par A qui désigne I’aspiration - un certain niveau de
richesse « raisonnable» - et non minimal comme dans les modéles safety first.

La comptabilité mentale est le troisieme point focal qui a déterminé le succeés de la
BPT. Cette notion introduite par Thaler (1980, 1985) consiste a remarquer que les individus
traitent leur richesse différemment selon son affectation. Ils ont tendance a créer des
« comptes mentaux » qui sont gérés séparément et d’une fagon différente. Chaque compte est
créé dans un but bien précis. De plus, la corrélation entre les comptes est négligée. Ce biais
psychologique apparait clairement en gestion de portefeuille. Certaines études expérimentales
et statistiques montrent que les investisseurs ont tendance a négliger la corrélation entre les
obligations et les actions qui composent leur portefeuille (Kroll, Levy et Rapoport (1988);
Jorion (1994))*.

Ce type de comportement est en accord avec I’observation de Friedman et Savage
(1948) selon laquelle les individus achetent des contrats d’assurance et simultanément des

billets de loterie. Ainsi, un contrat d’assurance fait partie d’un compte destiné a assurer le

* Yaari M. (1987)

* Voir aussi Fisher et Statman (1997) qui constatent que souvent les gestionnaires des fonds recommandent &
leurs clients de construire le portefeuille en forme de pyramide composée de trois couches : la premiére couche
contient I’argent liquide, la deuxieme est composée des obligations et la troisiéme des actions.
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niveau de richesse minimal et un billet de loterie est attribué au compte qui sert a atteindre des
niveaux de richesse beaucoup plus importants.

Shefrin et Statman (2000) proposent un modele, appelé BPT-MA, qui semble
compatible avec le comportement d’un investisseur suivant le concept de la comptabilité
mentale, a savoir, la gestion de portefeuille «en couches superposées ». L’idée majeure
consiste a introduire de différents niveaux d’aspiration dans le modéle de Lopes (1987).
Chague niveau d’aspiration correspond a un compte mental.

BPT-MA est une extension du modele BPT-SA — la version avec une seule couche ou
un seul compte mental. Dans le modéle BPT-SA I’agent maximise la richesse espérée sous la

contrainte de sécurité :

Max E, (W) @
s.c PW<A)<L«a

ou h signifie qu'avant de calculer I’espérance de la richesse finale I’agent déforme les
probabilités objectives par une fonction caractérisant son degré d’optimisme. Remarquons
néanmoins que cette déformation ne s’applique pas dans le calcul de la probabilité de faillite.
Cela signifie que I’investisseur traite les probabilités d’une facon différente. En d’autres
termes, I’investisseur de Shefrin et Statman peut étre rationnel et irrationnel a la fois. Cette
ambiguité est I’'un des inconvénients de la BPT. Dans ce qui suit nous considérons le cas
particulier du modéle, & savoir h=Id °. Nous supposons ainsi que I’individu ne déforme pas
les probabilités objectives.

Le résultat de I’optimisation (1) est un portefeuille d’une forme trés particuliére.
Concretement, Shefrin et Statman (2000) montrent que le portefeuille final contient deux
composantes. La premiére est un actif permettant d’assurer le niveau d’aspiration A de
I’individu avec la probabilité de faillite qui ne dépasse pas « . La deuxiéme composante est
un actif ayant les caractéristiques d’une loterie. Dans I’hypothese ou les prix sont connus, la
stratégie de I’agent consiste & investir dans les actifs les moins chers® de facon & obtenir le
niveau A dans un certain nombre d’états defini par « . La richesse restante est ensuite investie

dans I’actif le moins cher.

> Id désigne la fonction d’identité : 1d(X) = X.
® Ce raisonnement suppose que les états sont équiprobables. Dans le cas général il faut tenir compte du rapport
prix / probabilité.



Exemple

Soient A=2, a=0,25 et la richesse initiale W, =1. Les prix =,,...,7; des 8 actifs

purs e, ...,&; sont rangés dans I’ordre décroissant des prix dans le tableau suivant.

2 T, T, T, p/ T . T

0,37 0,19 0,12 0,09 0,07 0,06 0,05 0,04

Dans ce cas le portefeuille optimal de I’agent est de la forme

Les paiements du portefeuille BPT-SA

2,
0
2 3 4 5 6 7 8

etat

ou I’axe des ordonnées représente les paiements du portefeuille dans chaque état. Nous

constatons que dans six états sur huit le niveau d’aspiration A est atteint:

8
P(W < A)=0,25=¢« . Larichesse restante W, — AZ 7z, estinvestie dans I’actif le moins cher
i=3

€.

Remarquons que la solution de (1) n’existe pas toujours. En effet, si A est trop élevé

ou «a est trop faible I’agent peut ne pas réussir a construire un portefeuille qui satisfait la

contrainte. Par exemple, si A est égal a 3 et «=0,25 reste inchangé, nous avons
8

1=W, < AZ;zi =1,29. En d’autres termes I’investisseur n’a pas de moyen pour acquérir un
i=3

portefeuille qui lui procure le niveau de sécurité espéré. Dans ce cas le probleme (1) n’a pas

de solution car la contrainte P(W < A) <« n’est pas satisfaite.




2. Les Prix d’Equilibre

Reprenons le raisonnement de Shefrin et Statman dans le cas trés simplifié de deux
actifs purs. Considérons une économie a 2 états de la nature @, et @, dont les probabilités
d’occurrence sont notées p, et p, respectivement. L’économie fonctionne sur une période
entre deux dates 0 et T. 1l existe 2 actifs purs sur le marché : e, et e,. En date T I’actif e
paye 1 si I’état o, se realise et O dans I’état @, . L’actif e, ne paye rien si I’état o, se réalise
et 1 dans I’état w,. L offre des actifs n, k =1,2; et les prix en date O, notés 7, , sont SUpposés

connus.
L’investisseur est caractérise par un niveau d’aspiration A et un seuil de faillite
admissible o et posséde une dotation initiale uniquement en actifs purs; son portefeuille en

date O est noté W, = (X, X,,) - En date O I’agent construit un portefeuille de fagon a maximiser
I’espérance de la richesse finale, notée W =(x;,X,), sous la contrainte budgétaire et sous la
contrainte de sécurité. Plus précisément, son programme s’écrit :
Max (X, p, +X,P,)
S.C (X, — X1 )7m, + (X, —Xyp) 7w, =0 (2)
s PW<A<L«a

Remarquons qu’en omettant la contrainte de sécurité le programme (2) dévient un probleme

classique d’un agent neutre au risque dont les courbes d’indifférence sont des droites de pente

~ P | 4 contrainte du budget est la droite de pente A passant par le point W, . De cette

P, T,

facon, trois cas de figures sont possibles : les deux pentes sont égales ou I’une est plus grande

que I’autre. A titre d’exemple considérons le cas b représente sur la figure 1.
P, 7,



X a Courbe d’Indifférence

Contrainte budgétaire

o
v
ol

W*

Figure 1

Dans ce cas la solution optimale, représentée par W " sur la figure, consiste a investir toute la
richesse dans I’actif e, I’actif dont le rapport du prix par la probabilité est le moins élevé
LAY
PP

Comment cette solution est-elle influencée si la contrainte de sécurité doit étre
respectée? Appelons ensemble de sécurité S, I’ensemble des portefeuilles satisfaisant la

contrainte P(W < A)<e«a. Ainsi, le portefeuille optimal de I’agent doit appartenir a S.
L’ensemble de sécurité S est défini par A et « de I’agent. Supposons par exemple que

a< min{pl, pz}; I’ensemble des portefeuilless W =(x,,x,) Vérifiant la contrainte
PW < A) <« est défini par S :{W =X, %)/ % =A et x,>A } Ce cas est présenté sur

la figure 2.

A\ .
A\ N\ R

A CX

Figure 2
La solution optimale consiste a construire un portefeuille appartenant a S qui se trouve sur la
droite budgétaire et sur une courbe d’indifférence le plus a droite possible. En utilisant le
langage de Shefrin et Statman (2000), a I’optimum I’agent construit un portefeuille qui



procure A dans chaque état de la nature et investit le reste de sa richesse dans I’actif pour

lequel le rapport ﬂ, k =1,2; est le moins élevé, c’est-a-dire dans I’actif e, .
Py

Dans le cas ou I’intersection de I’ensemble S avec la droite du budget est vide (Figure
3) le probléme de maximisation (2) n’a pas de solution. Cela signifie que I’agent n’est pas
suffisamment riche pour atteindre le niveau de sécurité qu’il souhaite (défini par A et «) sur

le marché ou les prix des actifs sont fixés a 7, et z,.

A
X2

A
N

0 A CX

Figure 3
Nous pouvons aussi choisir & d’une maniére a ce que I’investisseur cherche a assurer

un seul état. En effet, si « est tel que p, > > p, la contrainte est satisfaite a condition que
I’état @ est assuré. Dans ce cas S :{W = (X, %)/ % >A}.Si p,<a<p,, I'ensemble de
sécurité est défini par S :{W = (X, %X,) /X, > A}, c’est-a-dire I’agent ne cherche a assurer
que I’état w,. En outre, si o >max{p, p,}, au moins un des états doit étre assuré et
S= {W =X, %)/ % 2 AUX, > A} . Dans la suite, sans perte de genéralité, nous considérons

le cas o <min{p,, p,} représenté a la figure 2.

Considérons le cas de deux agents. Chacun cherche & maximiser I’espérance de la
richesse finale W' = (x{,x}), i =1,2; sous la contrainte de sécuritt P(W' < A')<a' et sous la
contrainte budgétaire (x| —xy,)7z, + (X, —x),)7, =0. Les 7, et z, sont les prix d’équilibre qui
vont s’établir en date 0 suite a I’échange. En équilibre tous les actifs sont détenus par les
agents :

1 2 _ 2 _
X + X = Xop + Xoi k=12



En suivant la méme logique que précédemment, omettons pour le moment les

contraintes de sécurité des agents. Le programme de maximisation s’écrit

Max 2"(X P, +X; P,) + A (X' P, +X; P,)
S.C (X —Xy)m, + (X —Xp,) 7, =0 i=12
Xy + X2 =X, + X, k=12
ou A' et A% sont des constantes positives. D’aprés la condition du premier ordre nous avons

P _m

P, 7,
Ce résultat trés connu est représenté sur la figure 4. 1l indique que les prix d’équilibre vont
s’établir de facon a ce que la droite du budget soit parallele aux courbes d’indifférence. Sur la

figure les axes horizontaux correspondent a I’offre de I’actif e, et les axes verticaux a I’offre
de I’actif e,. W, est un point de la droite budgétaire qui représente la répartition initiale des

actifs entre deux agents. Ainsi, il existe un nombre infini de portefeuilles optimaux qui se

trouvent sur la droite du budget passant par W, et dont la pente est égale a &.
P,
X, Agent 2
£
WO
:V
Agent 1 X
Figure 4

Ajoutons maintenant les contraintes de sécurités des agents. Sur le graphique
apparaissent deux ensembles S et S° :

S'={W/PW < A)<a'}={W=(x, x)/x=zAx>A

S*={W/PW < A) <o’ ={W =(x, x)/x2A X 2A}T

7 Al et A%sont respectivement les niveaux d’aspiration des deux agents ainsi que o et o? sont des seuils de
faillite admissible des agents.
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X, A? Agent 2

»
A

A2
Al \ SlZ \
S 2 WO \
#V

Al

Agent 1

Figure 4.1

Supposons pour le moment que I’intersection S* ~S? n’est pas vide et notons la S*. Dans ce

cas trois cas de figures sont possibles.

11



Cas 1. L’intersection de la courbe d’indifférence passant par W, avec S* n’est pas vide.

X, A? Agent 2
£
A2

812
Al

N

:V
Agent 1 Al X
Figure 5.1

Dans ce cas I’ensemble des portefeuilles optimaux est défini par I’intersection de la droite du
budget avec S* et la droite du budget coincide avec la courbe I’indifférence passant par W, 8,
De cette facon, en équilibre chacun des agents reste sur sa courbe d’indifférence initiale et les

prix d’équilibre doivent veérifier B :

T, P
Cas 2. L’intersection de la courbe d’indifférence passant par W, avec S* est vide et W,

n’appartient & aucun des ensembles de sécurité des agents.

X, A? Agent 2
A
\\
AZ
\ 812 \
\
Al
\
W
\ \ ér
Agentl %

Figure 5.2.1

& Pour la démonstration voir I’annexe

12



Supposons qu’en équilibre la droite du budget coincide avec la courbe d’indifférence comme

dans le cas précédent ﬂ:&. Cette solution est profitable pour I’agent 2 car il pourra

T, P,

construire un portefeuille de S? tout en restant sur sa courbe d’indifférence initiale. Par
contre, I’agent 1 ne sera pas satisfait dans la mesure ou son portefeuille final n’appartiendra
pas a son ensemble de sécurité S*. Ainsi, I’nypothése que I’agent 1 n’accepte I’échange que si
celui-ci lui permet d’atteindre son ensemble de sécurité semble réaliste dans le cas ou I’autre
agent cherche, lui aussi, a atteindre son ensemble de sécurité. Remarquons que cette
hypothése va a I’encontre avec le modéle de Shefrin et Statman. En effet, ce dernier suppose
que si I’agent n’arrive pas a satisfaire sa contrainte de sécurité, il n’intervient pas sur le
marché. Ainsi I’échange ne peut pas avoir lieu car I’agent 1 refusera de vendre ses titres.

Cependant nous pouvons imaginer par exemple que la satisfaction de I’agent est
traduite par une fonction suivante:

U'=U/1+U")
avec
oy L siwes! — o
Us(\N)—{O, SIW 2 S et U W)=EW’)

Dans ce cas I’investisseur cherche a maximiser I’espérance de sa richesse finale et en méme
temps tient a ce que sa contrainte de sécurité soit vérifiée. En effet, la satisfaction globale de
I’agent est nulle si I’ensemble de sécurité n’est pas atteint. En d’autres termes, cette fonction
met I’accent sur la contrainte de sécurité de fagcon a ce que cette derniere devient une
condition nécessaire qui doit étre établie pour que I’agent soit satisfait. Dans ce contexte
I’agent est prét a passer sur une courbe d’indifférence plus basse si cette mesure lui permet
d’atteindre son ensemble de sécurité. De cette fagon, le portefeuille optimal est celui qui se

trouve sur une courbe d’indifférence la plus proche de celle passant par W, et dont

Iintersection avec S™ n’est pas vide :

® Comme dans le modéle BPT-MA de Shefrin et Statman (2000) I’indice L (comme « loterie ») traduit I’envie de
I’investisseur de s’enrichir d’une maniere conséquente.
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X, A? Agent 2

£ \
\ A2
5 \
* \
AW
Agent 1 AL X
Figure 5.2.2
La droite du budget n’est pas parallele aux courbes d’indifférence : ﬂ:&. Concretement,
T, P

dans le cas représenté sur la figure 5.2.2, la droite du budget passe par les points W, et

11
W* = (A, A") etdonc ﬂ=—Al Xoi .
7T, Xop — A

Cas 3. L’intersection de la courbe d’indifférence passant par W, avec S* est vide et W,

appartient a I’ensemble de sécurité d’un des agents. Par exemple W, €S, .

X, A? Agent 2
f \\
\ ,
A
~~—_ o2 \
v =
\
el 3
Agent 1 X

Al
Figure 5.3
Du pont de vue de I’agent 2 tout portefeuille de S™ se trouve sur une courbe d’indifférence

inférieure a celle passant par W, . En d’autres termes I’agent 2 n’a aucun intérét a échanger

son portefeuille initial contre n’importe quel portefeuille de S*. Pour cette raison I’échange
ne peut pas avoir lieu car il n’existe pas de couple des prix qui pourraient amener I’agent 1

d’augmenter sa satisfaction sans baisser pour autant celle de I’agent 2.
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Dans ce cas une autre solution peut étre envisagée. L’agent 1, étant dans une situation
défavorable, est amené a changer ses paramétres individuels A" et o' de fagon a ce que
I"intersection de son nouveau ensemble de sécurité S* avec la courbe d’indifférence passant
par W, ne soit pas vide. Par exemple, I’agent 1 peut décider de baisser son niveau d’aspiration
(Figure 5.3.1) ou bien d’augmenter la probabilite de faillite en choisissant de n’assurer que
I’eétat o, (Figure 5.3.2).

X, A? Agent 2
£ \
\\
AZ
~_ \
[~
Al \
A ~a_
W*
\\ W0 \:v
Agent 1 A A X

Figure 5.3.1

L’espace gris foncé sur la figure représente I’intersection de S® avec I’ensemble des

portefeuilles qui s’ajoutent & I’ensemble de sécurité initial de I’agent 1 aprés le passage de A"

a A,
X, A Agent 2
‘F \\
\ ,
A
T~ \
Al I
\*
[ty y
Agent 1 AL %
Figure 5.3.2

La facon dont I’agent 1 décide de procéder dépend de la fonction U qui peut étre

définie comme U =U;(A, @) ol Ae[0,A'] et ae[a’; 1]. Moins le niveau de sécurité
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e ok . - . . . oU,
est élevé, moins I’agent est satisfait. La fonction U; doit donc satisfaire : aAS >0 et

oU!
oa

<0.

Remarquons aussi qu’on se trouve dans le méme contexte si I’intersection S des
ensembles de sécurité des agents est vide. Dans ce cas aucun échange ne peut étre satisfaisant

pour les deux.

X, A?
N
Sl
AZ
Al
S? W,
#V
Agent 1 Al X
Figure 6

Par exemple, si W, n’appartient & aucun des ensembles de sécurité S* et S?, les deux agents

sont amenés a changer leurs parametres individuels afin de pouvoir procéder a I’échange.

En supposant que I’agent 2 se contente de rester sur sa courbe I’indifférence initiale,

les prix d’équilibre dans le cas 3 doivent satisfaire o :&, indépendamment de la décision

T, P,

de I’agent 1. En effet, aprés avoir changé ses paramétres A" et o' le nouveau ensemble de
sécurité de I’agent 1 touche la courbe d’indifférence passant par W,. Ainsi on se retrouve
dans le cas 1 déja étudié auparavant.

Or, sachant que I’agent 1 est en situation défavorable, I’agent 2 peut vouloir en profiter
pour augmenter son espérance de la richesse. Autrement dit, nous pouvons supposer que
I’agent 2 n’acceptera I’échange que si celui-ci lui permet d’acquérir un portefeuille situé sur
une courbe d’indifférence plus élevée. Cette supposition tout a fait intuitive du point de vue
économique n’a aucun sens si I’on reste dans le contexte du modéle BPT. En effet, reprenons
par exemple la situation representée sur la figure 5.3.1. Pour atteindre I’équilibre les agents

échangent les actifs de facon a se retrouver au point W*. Les deux points W, et W~

appartient a I’ensemble de sécurité S® de I’agent 2 et se trouvent sur la méme courbe

d’indifférence. De cette facon, le passage de W, @ W™ ne change rien pour cet agent. Ainsi,

16



une question naturelle se pose : pourquoi I’agent 2 accepte-t-il I’échange qui ne lui procure
rien alors qu’il pouvait en profiter pour augmenter sa satisfaction ? Evidemment, dans ce cas,
I’agent 1 serait obligé de baisser d’avantage son niveau de securité. Ainsi, une autre question

se pose : jusqu’a quelle limite I’agent 1 est prét a baisser son niveau de sécurité ?

3. Discussion

Cette étude nous a permis de comparer, dans un cas particulier, les conditions
d’équilibre et les portefeuilles optimaux obtenus dans le cadre du modele BPT avec les
résultats bien connus de la théorie d’utilité espérée. La contrainte de sécurité est le seul point
qui différencie les investisseurs décrits par ces deux modéles. Nous avons montré que les prix
d’équilibre établis sur un marché en présence des investisseurs déecrits par le modéle BPT
verifient la méme condition que dans le cas classique d’utilité espérée des agents neutre au
risque. A savoir, a I’équilibre le rapport des prix est égal au rapport des probabilités.

Ce résultat est valide sous I’hypothése qu’un BPT - investisseur ne cherche pas de
solution s’il n’arrive pas a satisfaire sa contrainte de sécurité. Cependant, nous pouvons nous
demander quelle stratégie un agent choisit-il s’il n’arrive pas a atteindre le niveau de sécurité
souhaité. Plus précisément, nous avons constaté que dans le cas ou les deux agents sont dans
une situation défavorable, ils peuvent trouver un échange qui aménera chacun d’eau a un
portefeuille de sécurité. Dans ce cas les prix d’équilibre ne satisfont plus la condition
classique.

Une autre situation peut avoir lieu : seulement un des agents se trouve dans une
situation défavorable. Dans ce cas I’échange ne peut avoir lieu que si ce dernier change ses
parametres individuels. Les prix d’équilibre, une fois encore, vont satisfaire la condition
classique si I’on suppose que I’autre agent ne cherchera pas a profiter de sa situation

avantageuse.
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Annexe

On cherche une solution du probleme suivant :

Max A" (X; P, + X; P,) + A2 (X P, + X5 P,)

sC (X —Xg)m + (6 —x,)m, =0 L.y
(4 = X)m + (% —Xg,)7, =0 (1.2)
XX =1, (2
X, + X5 =n, 3)

x>A et xx>A"  (4)
xX’>A" et XX>A* (5)

ou A' et A% sont des constantes positives. La contrainte du budget (1.2) de I’agent 2 est
automatiquement Vvérifiée si la contrainte du budget (1.1) de I’agent 1 et les conditions
d’équilibre (2) et (3) sont vérifiées. Ainsi, le lagrangien s’écrit :

LK X X X5 e 1) = AT OGP+ X 0,) + A% (P, + X P,) =

— 14 (A=) = 11, (A" = 55) = 115 (A* = X7) = 1, (A* = X5) —

s (% = Xo1) 78, + (X, = Xg5)7,) =

— s (X + X =) = 12, (% + %3 —,)

Conditions :
/11pl+,ul—,u57rl—,u6=0
AP, + py = s, =ty =0
A2p +p,— 1y =0
AMpy+ g~y =0
(04 = Xo1) 73, + (% = Xg,)7, =0
X11+X12:n1
X, + X2 =n,
(A =x)=0
Ho (A =%;) =0
Ha(A*=x7) =0
(A =X7) =0
x > A
x> A
x> > A?
X > A?
20, 4,20, 1,20, p,20

18



Si =, =, = 1, =0 les contraintes (3) et (4) ne sont pas saturées. Dans ce cas le systeme

dévient

APy — pie 7, — g =0
AP, — e, — pt; =0
A*p = s =0

A*p,— ;=0

(% = Xo:) 7, + (X = Xg) 77, =0
X11+X12 =n

X, + X5 =n,

X > A

x> A

x2 > A

x; > A?

A partir des 4 premiéres équations de ce systéme nous déduisons ~= = "L Nous pouvons en
T, P,

conclure que s’il existe une solution & Iintérieur de I’ensemble S =S'~S? ou

Slz{W:(xll, x2)/x > A et xizAl} et 82={W:(xf, X2) I xZ > A? et XZZZAZ}, alors

I’égalité B doit étre respectée.
T, P,

Evidement, cette démonstration est aussi valide pour un nombre d’actifs quelconque et
pour tout ensemble de sécurité.
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