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Résumé 

La déformation des probabilités objectives est un phénomène psychologique 
de plus  en plus  souvent  intégré dans  les modèles décrivant  le  comportement des 
individus  face  au  risque.  Dans  cet  article  nous  avons  étudié  de  quelle  façon  ce 
phénomène peut se manifester dans la gestion de portefeuille. En nous basant sur la 
théorie  comportementale du portefeuille de  Shefrin  et  Statman  (2000), nous  avons 
comparé deux agents maximisant l’espérance de la richesse finale. Le premier, appelé 
VNM – agent, considère  les probabilités objectives  tandis que  le deuxième déforme 
ces  probabilités  avant  de  calculer  l’espérance.  En  alternant  deux  techniques 
différentes,  une  approche  analytique  et  une  approche  graphique,  nous  avons 
constaté que  les portefeuilles optimaux des deux agents ont  la même structure. En 
d’autres termes, il n’y pas de différence significative dans le comportement des deux 
individus dans  la mesure où  chacun  cherche à  investir dans un portefeuille qui  se 
trouve sur la frontière de l’ensemble des portefeuilles accessibles. Le résultat obtenu 
laisse penser que  le critère de  l’espérance de  la richesse  finale utilisé par Shefrin et 
Statman  ne  suffit  pas  pour  amener  à  des  choix  de  portefeuille  significativement 
différents. 
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I. Introduction 

 

 L’espérance d’utilité de la richesse finale est un critère de choix intuitif quand 

il s’agit de  faire un choix dans une situation risquée. Connu depuis  le dix‐huitième 

siècle,  ce  critère  est  la  base  de  la  théorie  de  l’utilité  espérée  de Von Neumann  et 

Morgenstern  (1947),  longtemps  considérée  comme  un  standard  pour  décrire  le 

comportement des  individus  face au  risque. Suivant  ce  concept,  l’individu  fait  son 

choix en maximisant l’espérance de   où W  désigne sa richesse finale et U  est la 

fonction d’utilité qui caractérise ses préférences. Dans  la même optique,  l’espérance 

de la  rentabilité  est  un  des  deux  critères  de  choix  dans  le modèle  de  gestion  de 

portefeuille  de Markowitz  (1952),  qui  compte  parmi  les  grands  classiques  de  la 

théorie  financière. Plus précisément  celui‐ci  suggère que  les  investisseurs  font  leur 

choix  en  fonction de  l’espérance de  rentabilité  et de  la  variance de  rentabilité  qui 

mesure le risque du portefeuille.  

( )U W

Certains  modèles  plus  récents  (par  exemple,  Lopes,  1987;  Tversky  et 

Kahneman, 1992; Shefrin  et Statman, 2000)  s’appuient,  également,  sur  le  critère de 

l’espérance, mais contrairement à l’approche classique, supposent que les préférences 

des  individus  ne  sont  pas  linéaires  par  rapport  aux  probabilités.  En  effet,  de 

nombreuses  études  expérimentales  démontrent  que  les  individus  ont  tendance  à 

déformer  les  probabilités  objectives  des  événements  (Edwards,  1953,  1954; Allais, 

1953; Kahneman,  Slovic  et  Tversky,  1982).  Plus  précisément,  nous  constatons  une 

surestimation des événements extrêmes à faibles probabilités et une sous estimation 

des  événements  intermédiaires.  Afin  de  tenir  compte  de  ce  phénomène,  des 

nouveaux modèles proposent de transformer les probabilités objectives en poids par 

l’intermédiaire d’une fonction de pondération (Quiggin, 1982; Yaari, 1987; Tversky et 

Kahneman, 1992  

Ces modèles,  nommés  non  linéaires,  ont  apporté  une  vision  différente  de 

l’attitude face au risque des individus. En effet, la façon dont un individu transforme 

les probabilités permet de  le  caractériser  comme  étant pessimiste ou optimiste. De 
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manière intuitive, un individu est qualifié de pessimiste s’il attribue aux résultats les 

plus défavorables d’une  loterie des poids plus élevés que  les probabilités objectives 

correspondantes, et s’il attribue aux résultats favorables des poids plus faibles que les 

probabilités objectives.  

Évidemment,  ce  concept  comportemental  induit  des  choix  différents  par 

rapport  à  un  agent  qui  ne  déforme  pas  les  probabilités.  Par  exemple,  il  permet 

d’expliquer la grande popularité à travers des siècles des produits financiers associés 

à des  loteries1. Le  succès de  ces derniers ne peut être expliqué dans  le  cadre de  la 

théorie de  l’utilité espérée qui suppose un comportement riscophobe de  la part des 

individus.  Cependant,  un  billet  de  loterie  promettant  un  gain  extrêmement  élevé 

avec une chance minime peut paraître très attirant sous l’hypothèse de surestimation 

de la « vraie » probabilité de gain.  

D’une manière générale, le pessimisme pousse les individus à être prudents et 

à rejeter des  titres «trop» risqués. L’optimisme, au contraire,  induit  la recherche du 

risque.  En  appliquant  cette  analyse  dans  le  cadre  des  modèles  de  gestion  de 

portefeuille, nous pouvons supposer qu’un individu pessimiste a tendance à choisir 

les  stratégies de  sécurité, par  exemple,  l’achat de  contrats d’assurance; alors qu’un 

individu optimiste préférera investir dans des titres très risqués. Friedman et Savage 

(1948) avaient déjà  remarqué  ce  fait  et ont  souligné  le paradoxe des  individus qui 

achètent des  contrats d’assurance et  simultanément des billets de  loterie. Plus  tard 

Shefrin  et  Statman  (2000)  proposent  la  théorie  comportementale  du  portefeuille 

(Behavioral Portfolio Theory, BPT par la suite) qui semble compatible avec ce type de 

comportement. Le portefeuille optimal obtenu dans ce modèle est composé d’un titre 

peu  risqué,  voir  sans  risque  et  d’un  billet  de  loterie.  Ce  portefeuille  diffère  du 

portefeuille parfaitement diversifié proposé par  le modèle  espérance – variance de 

Markowitz  (1952a).  En  effet,  Markowitz  prétend  que  l’investisseur  cherche  à 

diminuer  le risque, alors que Shefrin et Statman suggère que  les  investisseurs ne se 

tournent pas forcément vers la diversification optimale et peuvent choisir d’investir 

                                                 
1 Leonnet  (1936) ; Pfiffelmann  et Roger  (2005).    
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une partie non négligeable de  leur  richesse dans un  titre présentant une asymétrie 

positive importante, ayant les caractéristiques d’une loterie.  

La  déformation  des  probabilités  objectives  est  un  des  points  qui  fait  la 

différence entre les modèles de Markowitz (1952) et de Shefrin et Statman (2000). En 

effet, dans  les deux modèles  les  agents  cherchent  à maximiser  l’espérance de  leur 

richesse  finale.  Or,  l’un  considère  les  probabilités  déformées  et  l’autre  ‐  les 

probabilités  objectives. Cette  analyse  souligne  l’importance  de  la  déformation  des 

probabilités  dans  le  choix  de  l’individu.  En  particulier,  le  raisonnement  ci‐dessus 

laisse penser que la forme « originale » du portefeuille optimal de Shefrin et Statman 

(2000)  peut  être  dûe  au  fait  que  l’individu  déforme  les  probabilités  objectives. 

Cependant,  cette première  intuition mérite d’une  analyse plus profonde. Dans  cet 

article  nous  étudions  plus  précisément  de  quelle  façon  la  déformation  des 

probabilités  objectives  peut  se  manifester  dans  la  gestion  de  portefeuille. 

Concrètement,  nous  nous  intéressons  au  choix  de  portefeuille  d’un  agent  qui 

déforme  les probabilités objectives par  rapport à un agent qui ne  les déforme pas. 

Notre  objectif  consiste  à  comparer  les  portefeuilles  optimaux  de  ces  deux  agents. 

Nous cherchons à établir le véritable impact de la déformation des probabilités sur le 

choix  de  portefeuille.  Le modèle  de  Shefrin  et  Statman  (2000)  est  notre  point  de 

départ. Nous  le présentons dans  le paragraphe  suivant ainsi que  la démarche que 

nous allons suivre tout au long de cet article.   

 

 

 

II. La théorie comportementale du portefeuille 

 

Deux points déterminants sont à l’origine de la Théorie Comportementale du 

Portefeuille de Shefrin et Statman  (2000). Le premier point est  le concept safety  first 

introduit par Roy  (1952).  Selon  ce  concept,  chaque  individu  est  caractérisé par un 

seuil qualifié de  seuil de  subsistance, noté , qui  représente  le niveau de  richesse 

minimal à obtenir. Soit   une variable aléatoire  représentant  la  richesse  finale de 

s

W
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l’individu  ou  les  paiements  d’un  portefeuille. Une  réalisation  de    inférieure  au 

seuil de  subsistance    est perçue par  l’individu  comme une perte. Ainsi, dans  les 

modèles safety  first  la probabilité de se retrouver au‐dessous de   :   joue  le 

rôle de mesure du  risque. Le concept  safety  first a ensuite été développé par Telser 

(1955) et Arzac et Bawa (1977). Telser a introduit la notion de probabilité de faillite, 

notée 

W

s

s (P W s< )

α , admissible par l’investisseur. Il s’agit de la probabilité (éventuellement très 

faible)  que  le  seuil de  subsistance  ne  soit pas  atteint. De  cette  façon  l’investisseur 

safety  first cherche à construire un portefeuille qui satisfait  la contrainte de sécurité 

( )P W s α< ≤ . De même, Arzac et Bawa ont ajouté un critère de choix supplémentaire 

:  l’espérance de richesse  finale ou  l’espérance de rentabilité. Finalement, entre deux 

portefeuilles satisfaisant la contrainte de sécurité l’investisseur safety first choisit celui 

qui a lʹespérance  ( )E W  maximale. 

Le  deuxième  point  important  qui  intervient  dans  le  modèle  BPT  est  la 

déformation des probabilités objectives par les individus. Comme nous l’avons déjà 

précisé,  ce  phénomène  est  pris  en  compte  par  l’intermédiaire  d’une  fonction  de 

pondération qui s’applique aux probabilités.   Concrètement, si  les paiements  futurs 

sont classées dans l’ordre croissant  1 2 ... nx x x≤ ≤ ≤  et les  1,..., np p  sont les probabilités 

objectives  correspondantes,  d’après  le  modèle  de  Quiggin  (1982)  les  poids  sont 

définis par : 

1 1( )q w p= , 

1 2 1 2 1( ... ) ( ... )i iq w p p p w p p p −= + + + − + + i

i

 

1( ( )) ( ( ))i iw F x w F x −= − pour   2i ≥

où    est  la  fonction  de  répartition  de  la  variable  aléatoire  .  La 

fonction  de  pondération    est  définie  sur  l’intervalle    et  doit  vérifier  deux 

conditions :    et  . Elle peut  être  concave,  convexe ou  avoir  la  forme 

d’un S ‐ inversé.   

( ) ( )iF x P W x= ≤ W

w [0,1]

(0) 0w = (1) 1w =

Finalement, dans  le modèle BPT  l’agent maximise  la richesse espérée sous  la 

contrainte de sécurité :               
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                   ( )hMax E W                       (1)

s. c  ( )P W A α< ≤  

où   signifie quʹavant de calculer l’espérance de la richesse finale l’agent déforme les 

probabilités  objectives  par  une  fonction  caractérisant  son  degré  d’optimisme.  Le 

seule de sécurité s est remplacé par un niveau d’aspiration 

h

A  qui désigne le niveau 

de  subsistance  exigé  par  l’individu,  c’est‐à‐dire  un  certain  niveau  de  richesse 

« raisonnable » (et non pas minimal) qu’il désir atteindre. 

Le  résultat  de  l’optimisation  (1)  est  un  portefeuille  d’une  forme  très 

particulière. Concrètement,  Shefrin  et  Statman  (2000) montrent  que  le  portefeuille 

final  contient  deux  composantes.  La  première  est  un  actif  permettant  d’assurer  le 

niveau d’aspiration A de l’individu avec la probabilité de faillite qui ne dépasse pas 

α . La deuxième composante est un actif ayant les caractéristiques d’une loterie. Dans 

l’hypothèse où les prix sont connus, la stratégie de l’agent consiste à investir dans les 

actifs les moins chers2  de façon à obtenir le niveau A dans un certain nombre d’états 

défini par α . La richesse restante est ensuite investie dans l’actif le moins cher.  

 

Exemple  

Soient  2A = ,  0, 25α =   et  la  richesse  initiale  0 1W = .  Les  prix  1,..., 8π π   des  8 

actifs purs   sont rangés dans l’ordre décroissant dans le tableau suivant. 1,...,e e8

 

1π  2π  3π  4π  5π  6π  7π  8π  

0,37 0,19 0,12 0,09 0,07 0,06 0,05 0,04 

  

Dans ce cas le portefeuille optimal de l’agent est de la forme 

 
 
 

                                                 
2 Ce raisonnement suppose que les états sont équiprobables. Dans le cas général il faut tenir compte du rapport  
prix / probabilité.  
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Les paiements du portefeuille BPT 

0

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6 7 8

etat

 
 

où  l’axe des ordonnées  représente  les paiements du portefeuille dans  chaque  état. 

Nous  constatons  que  dans  six  états  sur  huit  le  niveau  d’aspiration A  est  atteint : 

( ) 0, 25P W A α< = = . La richesse restante 
8

0
3

i
i

W A π
=

− ∑  est investie dans l’actif  le moins 

cher  .  8e

  

Dans  le  modèle  BPT  la  contrainte  ( )P W A α< ≤   détermine  l’ensemble  des 

portefeuilles de  sécurité,  en prenant  en  compte  l’aversion  au  risque de  l’individu. 

Remarquons  aussi  que  par  rapport  à  d’autres modèles  non  linéaire  (par  exemple 

Quiggin,  1982;  Tversky  et  Kahneman,  1992)  où  l’attitude  face  au  risque  est 

déterminée de manière jointe par une fonction de valeur (ou une fonction d’utilité) et 

par une  fonction de pondération, dans  le modèle BPT  l’individu ne  transforme pas 

les  gains  finaux.  En  d’autres  termes,  sa  fonction  d’utilité  est  linéaire.  De  cette 

manière,  l’agent  maximise  l’espérance  de  sa  richesse  finale  sous  les  probabilités 

déformées sur un sous‐ensemble restreint de portefeuilles. L’objectif de cet article est 

de déterminer l’impact de la déformation des probabilités objectives sur le choix du 

portefeuille.  Pour  cela  nous  supposons  0A = .  Cette  hypothèse  permet  d’éliminer 

l’effet de  la contrainte dans  le choix du portefeuille, car  l’inégalité  ( 0)P W α< ≤  est 

toujours vérifiée. Dans  ce qui  suit nous  considérons une  économie des actifs purs. 

Nous utilisons l’appellation « VNM ‐ agent » quand il s’agit d’un agent qui maximise 
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l’espérance  de  sa  richesse  finale  sous  les  probabilités  objectives3.  D’une  façon 

schématique, il s’agit de comparer les portefeuilles optimaux d’un agent maximisant 

( )E W  avec celui qui maximise   .          ( )hE W

L’article  est  organisé  de  la  manière  suivante.  Dans  la  section  III  nous 

rappelons dans en premier lieu que le portefeuille optimal d’un VNM ‐ agent est un 

portefeuille risqué. Nous comparons ensuite ces résultas avec ceux obtenus dans  le 

cas d’un agent déformant les probabilités objectives. Cette analyse nous permettra de 

repérer un cas particulier –  l’investissement dans  l’actif sans risque – qui distingue 

les deux agents. La section IV est consacrée au cas de trois actifs. Nous trouvons une 

condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l’agent  déformant  les  probabilités 

investisse dans l’actif sans risque. Ensuite, nous vérifions si cette condition peut être 

vérifiée. Nous discutons le résultat dans la section V. Nous concluons dans la section 

VI.   

 

 

 

III. Cas de deux actifs purs   2n =  

 

Pour  pouvoir  comparer  les  portefeuilles  optimaux  de  deux  agents  nous 

commençons par rappeler les résultats de la maximisation de l’espérance d’un VNM 

– agent.  

 

 

III.1.  Le choix d’un VNM ‐ agent. Rappel des résultats  

 

Considérons une économie à 2 états de la nature  1ω  et  2ω  dont les probabilités 

d’occurrence  sont notées  1p  et  2p   respectivement4. L’économie  fonctionne  sur une 

                                                 
3 Nous utilisons l’abréviation VNM de Von Neumann et Morgenstern car il s’agit ici d’un cas 
particulier de la théorie de l’utilité espérée où l’individu est caractérisé par une fonction d’utilité 
linéaire. 
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période entre deux dates 0 et T.  Deux actifs purs   et   sont négociés sur le marché. 

En date T  l’actif   paye 1 si l’état 

1e 2e

1e 1ω  se réalise et 0 dans l’état  2ω . L’actif   ne paye 

rien si l’état 

2e

1ω  se réalise et 1 dans l’état  2ω . L’offre des actifs     et les prix en 

date 0, notés 

in 1, 2i =

iπ , sont supposés connus.  

L’agent  possède  une  dotation  initiale  uniquement  en  actifs  purs;  son 

portefeuille en date 0 est noté  0 01 02( , )W x x= . Nous supposons que  l’investisseur  fait 

son  choix  de  portefeuille  en  maximisant  l’espérance  de  la  richesse  finale,  notée 

, sous la contrainte budgétaire. Plus précisément,  son programme s’écrit :  1 2( , )W x x=

             1 1 2 2( )Max x p x p+  

  s.c  1 01 1 2 02 2( ) ( )x x x x 0π π− + − =         (1) 

1 0x ≥ ,   2 0x ≥

Il  s’agit  ici  d’un  agent  neutre  au  risque  dont  les  courbes  d’indifférence  sont  des 

droites parallèles de pente  1

2

p
p

− . La contrainte du budget est la droite de pente  1

2

π
π

−  

passant par le point  . De cette façon, trois cas de figures sont possibles : les deux 

pentes sont égales (cas 1) ou l’une est plus grande que l’autre (cas 2 et 3). Si les deux 

pentes  sont égales 

0W

1

2 2

p
p

1π
π

= ,  (voir  figure 1, cas1),  la droite du budget coïncide avec 

une  courbe  d’indifférence.  Dans  ce  cas  l’agent  est  indifférent  entre  tous  les 

portefeuilles qui se  trouvent sur  la droite budgétaire.  Il peut donc  investir dans un 

portefeuille  sans  risque  ( 1 2x x= )  ainsi  bien  que  dans  un  portefeuille  risqué,  par 

exemple  dans  un  portefeuille  de  la  forme    ou 1( ,0)x 2(0, )x ,  car  tout  portefeuille 

vérifiant la contrainte budgétaire lui procure la même satisfaction.    

                                                                                                                                                         
1 2p p4 Afin d’éviter le cas trivial nous supposons ≠ .  Plus loin, dans le cas de plus grand nombre d’actifs nous 

supposerons que la distribution des probabilités n’est pas uniforme.  
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1

2 2

1p
p

π
π

=                                                            1 1

2 2

p
p

π
π

<  

   Cas 1              Cas 2   

 

 

                                 1 1

2 2

p
p

π
π

>            

Cas 3 

Figure 1 

 

Dans  les deux autres  cas  1

2 2

1p
p

π
π

<  et  1

2 2

1p
p

π
π

> ,  l’agent préfère  investir dans un  seul 

actif. Sur la figure 1, cas 2 et 3, W ∗  indique le portefeuille optimal. Plus précisément, 

le portefeuille optimal est de  la  forme   si 1( ,0)x 1

2 2

1p
p

π
π

<  et  il est de  la  forme  2(0, )x  

dans le cas inverse  1

2 2

1p
p

π
π

> . En d’autres termes, il est optimal d’investir dans un actif 

dont  le  rapport  du  prix  sur  la  probabilité  d’occurrence  i

ip
π   est  minimal. 

W ∗  

1x  

2x  

Contrainte budgétaire 

1x  

2x  

0  

Courbe d’Indifférence 

Contrainte budgétaire 

1x  

2x  Courbe d’Indifférence 

Contrainte budgétaire 

0  W ∗  

Courbe d’Indifférence 
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Concrètement, un VNM  ‐ agent  investit  toute  sa  richesse dans  l’actif    si 1e 1 2

1 2p p
π π

<  

(cas 2) et il investit dans l’actif   si 2e 1

1 2

2

p p
π π

>  (cas 3).  

2R+  est  l’ensemble de tous  les portefeuilles disponibles5. Nous avons constaté 

que  dans  les  cas  2  et  3  le  portefeuille  optimal  d’un VNM  –  agent  se  trouve  à  la 

frontière de l’ensemble  2R+ . Le cas 1 est très particulier, l’individu est indifférent entre 

tout portefeuille qui  satisfait  la  contrainte budgétaire. Dans  ce  cas nous  constatons 

que parmi les portefeuilles optimaux il en existe deux qui appartiennent à la frontière 

de l’ensemble  2R+ . 

 

 

III.2.    Le  choix  d’un  agent  qui  déforme  les  probabilités  objectives  avant  de 

maximiser l’espérance de sa richesse finale 

 

Supposons  maintenant  qu’avant  d’appliquer  le  critère  d’espérance  de  la 

richesse, l’agent déforme les probabilités objectives selon la règle de Quiggin (1982). 

Nous cherchons à savoir de quelle façon les résultats classiques que nous venons de 

rappeler  sont  influencés  par  ce  phénomène  psychologique.  Cette  fois‐ci  le 

programme s’écrit : 

1 1 2 2Max x q x q+  

                          s.c  1 01 1 2 02 2( ) ( )x x x x 0π π− + − =     (2) 

1 0x ≥ ,   2 0x ≥

où    et    sont des poids  remplaçant  les probabilités d’occurrence 1q 2q 1p   et  2p . Les 

poids   et   sont définis différemment selon que 1q 2q 1x  est plus petit ou plus grand 

que  2x . Notons  { }1 1 2 1( , ) /S x x x x= ≤ 2   et  { }2 1 2 2( , ) /S x x x x= 1≤

                                                

. Nous  soulignons  qu’a 

priori les poids ne sont pas définis de la même façon sur ces deux sous‐ensembles. En 

effet,  
 

5 { }2 1 2 1 2( , ) / 0, 0R x x x x+ = ≥ ≥  
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1 1( )q w p=  et     si 2 1 2 1( ) ( ) 1 (q w p p w p w p= + − = − 1) 1 2x x< 6 

et 

2 2( )q w p=  et      si 1 2 1 2( ) ( ) 1 (q w p p w p w p= + − = − 2 ) 2 1x x<  

où   est une fonction de pondération tel que w (0) 0w =  et  (1) 1w =  qui traduit le degré 

de  pessimisme  ou  d’optimisme  de  l’individu. De  cette  façon,  la  déformation  des 

probabilités  objectives  induit  la  division  de  l’ensemble  2R+   des  portefeuilles 

disponibles   en deux sous‐ensembles   et  . La pente des courbes d’indifférence 1S 2S

1

2

q
q

−  est égale à  1

1

( )
1 (

w p
w p

−
− )

 dans le domaine   et à 1S 2

2

1 (
( )
w p

w p
)−

−  dans  . Cependant, à 

cause de l’égalité  , nous montrons que les deux pentes sont égales :  

2S

1 2( ) ( ) 1w p w p+ =

  1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

−
=

−
. 

En effet, 

1 2 2 1( ) ( ) (1 ( ))(1 ( ))w p w p w p w p= − −  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )w p w p w p w p w p w p= − − +  

1 2( ) ( ) 1w p w p+ = . 

Cette dernière égalité est vérifiée pour toute fonction de pondération  . Puisque les 

pentes des courbes d’indifférences sont les mêmes dans les sous‐ensembles S1 et S2, 

cela signifie que les courbes d’indifférence d’un individu déformant les probabilités 

sont des droites parallèles de pente 

w

1 1

2 1

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

q w p w p
q w p w p

2

2

−
− = =

−
. Ainsi,   le portefeuille 

optimal de  cet agent a  la même  structure que  le portefeuille optimal d’un VNM – 

agent;  c’est‐à‐dire  un  portefeuille  sur  la  frontière  de  l’ensemble  2R+ .  Précisons 

néanmoins   que les deux agents ne vont pas forcément choisir le même portefeuille 

car,  à  priori,  les  pentes  des  courbes  d’indifférence  ne  coïncident  pas :  1 1

2 2

q p
q p

− ≠ − . 

Cependant, il n’y pas de différence significative dans le composition des portefeuilles 

de ces deux individus; tous les deux investissent dans un seul actif.   
                                                 

2
6 Dans le cas particulier où 1x x= , la seule solution du système 2 consiste à acheter 0

1 2

W
π π+

 de chaque actif. 

La question du système des poids ne se pose pas puisqu’il s’agit ici d’un événement certain.  
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Toutefois,  nous  avons  abouti  à  cette  conclusion  en  s’appuyant  sur  l’égalité 

 qui est d’ailleurs vérifiée pour tout  n . 1 2( ) ( ) 1w p w p+ =

1 2( ) ( ) ... ( ) 1 (3)nw p w p w p+ + + =  

Or,  si    la  signification  de  (3)  n’est  plus  la  même.  Par  exemple,  si 2n > 3n = , 

l’ensemble des portefeuille accessibles est divisé cette fois‐ci sur six sous‐ensembles, 

chacun étant caractérisé par sa propre système de poids. A l’intérieur de chacun des 

sous‐ ensembles les plans d’indifférence sont parallèles entre eux car ils sont définis 

en  fonction  du  même  système  de  poids.  Par  contre,  deux  plans  d’indifférence 

appartenant  aux  sous‐ensembles  différents  ne  sont  pas  parallèles. Ainsi, même  si 

l’égalité (*) est vérifiée, nous ne pouvons plus en déduire que les plans d’indifférence 

correspondant aux différents sous‐ensembles sont parallèles7. Or, ce  fait peut  jouer 

un rôle déterminant en termes de choix de portefeuille. Plus précisément, ce constat 

peut amener à des choix de portefeuilles très particuliers, en tous cas différents des 

choix d’un VNM – agent.  

Puisque cette démonstration nécessite une analyse graphique, nous préférons, 

pour  des  raisons  de  clarté,  considérer  le  cas  de  deux  actifs.  En  supposant 

, nous  traitons  le cas où  les deux pentes des courbes d’indifférence 1 2( ) ( ) 1w p w p+ ≠

1

1

( )
1 ( )

w p
w p

−
−

 et  2

2

1 ( )
( )
w p

w p
−

−  correspondant aux sous‐ensembles   et   respectivement 

ne  sont pas  égales. Cela  implique que  les  courbes d’indifférence  appartenants  aux 

différents sous‐ensembles ne sont pas parallèles. Ainsi, nous avons créé une situation 

artificielle  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  (puisque  dans  le  cas  de  deux  actifs  l’égalité 

  implique que  les  courbes d’indifférences  sont parallèles), mais qui 

nous permettra de détecter  les conséquences du phénomène apparu dans  le cas de 

trois  actifs  sur  le  choix  du  portefeuille.  Nous  allons  tout  d’abord  utiliser  une 

approche graphique qui nous semble plus parlant dans ce cas.       

1S 2S

1 2( ) ( ) 1w p w p+ =

                                                

 

 

 
 

7 Les calculs sont présentés dans l’annexe 1.a.  
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III.3.  Approche graphique 

 

Si  , deux possibilités se présentent. Les courbes d’indifférence 

dans  le  domaine    sont  plus    pentues    ou  moins  pentues  que  celles  dans  le 

domaine . 

1 2( ) ( ) 1w p w p+ ≠

1S

2S

Considérons  d’abord  le  cas  représenté  sur  la  figure  2  où  les  courbes 

d’indifférence dans   sont plus pentues que celles dans   :  1S 2S

 

1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

−
>

−
 

Figure 2 

 

Rappelons que le programme de l’agent maximisant l’espérance de sa richesse future 

est un  cas particulier de  la  théorie de  l’utilité  espérée  correspondant  à  la  fonction 

d’utilité  linéaire.  Il  est  donc  important  de mentionner  que  la  forme  des  courbes 

d’indifférence représentées sur  la  figure 2 est due à  la déformation des probabilités 

objectives  et  pas  à  la  fonction  d’utilité.  Ces  courbes,  qui  sont  convexes, 

caractériseraient un agent riscophobe dans le contexte standard. En effet, comparons 

le  portefeuille  risqué    et  le  portefeuille  sans  risque A A′   qui  se  trouvent  sur  la même 

courbe  d’indifférence.  Pour  que  l’agent  soit  indifférent  entre A  et  A′   il  faut  que  la 

quantité en actif   dans  le portefeuille risqué A soit  très élevée par rapport à celle 

dans le portefeuille sans risque 

1e

A′ .  

1x  

2x  

1 2x x=  

2S  

1S

A′

A
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Afin  de  trouver  le  portefeuille  optimal,  comparons  les  pentes  des  courbes 

d’indifférence avec la pente de la droite budgétaire dans   et   respectivement. Les 

trois cas sont représentés sur la figure 4. 

1S 2S

Cas 1.  La droite de budget est plus pentue que les courbes d’indifférence dans 

 (forcément, elle l’est aussi dans  ) :  1S 2S

1 1

2 1

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

2

2

π
π

−
> >

−
. 

Dans ce cas  la solution optimale dans   est un portefeuille de  la  forme 1S 2(0, )x . En 

même temps, dans   le portefeuille optimal se trouve sur la bissectrice. Finalement, 

le portefeuille optimal  (dans 

2S

2R+ ) est de  la  forme  2(0, )x . En d’autres  termes,  l’agent 

préfère investir dans un seul actif  .  2e

Cas  2. La droite de budget  est moins pentue que  les  courbes d’indifférence 

dans   et elle est moins pentue que les courbes d’indifférence dans   :  1S 2S

1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

1

2

π
π

−
> >

−
. 

Dans ce cas, la solution optimale dans   se trouve sur la bissectrice et celle dans   

est de la forme  . Finalement le portefeuille optimal est aussi de la forme  . 

L’agent investit toute sa richesse dans l’actif  . 

1S 2S

1( ,0)x 1( ,0)x

1e

Cas  3. La droite de budget  est moins pentue que  les  courbes d’indifférence 

dans   et est plus pentue que les courbes d’indifférence dans   :  1S 2S

1 1

1 2 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

2π
π

−
> >

−
. 

Dans ce cas, un point sur  la bissectrice est à  la  fois  la solution optimale dans   et 

dans  . Ainsi, le portefeuille optimal (dans 

1S

2S 2R+ )  est un portefeuille sans risque.   
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1 1

2 1

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

2

2

π
π

−
> >

−
         1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

1

2

w p
w p w p

w p π
π

−
> >

−
 

Cas 1              Cas 2 

 

 

1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

1

2

π
π

−
> >

−
 

Cas  3 

Figure 3 

 

  Nous  constatons que  les portefeuilles optimaux obtenus dans  les  cas  1  et  .2 

sont identiques à ceux dans la théorie classique d’un agent neutre au risque. En effet, 

l’agent  investit  toute  sa  richesse dans un  seul actif  ‐ celui qui est caractérisé par  le 

rapport  du  prix  sur  le  poids  i

iq
π  minimal. Nous  avons  2

2 1q q
1π π

<   dans  le  cas  1  et 

l’inégalité  inverse dans  le cas 2. Par contre,  le résultat obtenu dans  le cas 3 est plus 

intéressant : le portefeuille optimal est un actif sans risque. Cela signifie qu’un agent 

neutre au risque et qui déforme les probabilités objectives de la façon représentée à la 

1x  

2x  

1 2x x=  

2S  

1S  

W ∗  

1x  

2x  

1 2x x=  

2S  

1S  

W ∗  
1x  

2x  

1 2x x=  

1S  

W ∗  
2S  
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figure 3 peut choisir d’investir dans un portefeuille sans risque au lieu d’allouer toute 

sa richesse dans un seul actif comme il le ferait s’il ne déformait pas les probabilités.  

 

Considérons  maintenant  le  cas  représenté  sur  la  figure  4  où  les  courbes 

d’indifférence dans   sont moins pentues que celles dans   :  1S 2S

 

1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

−
<

−
 

Figure 4 

 

Cette fois‐ci,  les courbes d’indifférence sont concaves et elles caractériseraient 

un agent ayant du goût pour le risque dans le contexte de la théorie standard (alors 

qu’ici sa fonction d’utilité est linéaire).  

Nous montrons que dans ce cas le choix optimal de l’agent consiste à investir 

toute sa richesse dans un seul actif comme dans le cas d’un VNM – agent. Pour cela, 

nous utilisons la même technique en comparant les pentes des courbes d’indifférence 

avec  la  pente  de  la  droite  budgétaire  dans    et    séparément.  Les  calculs  sont 

donnés en annexe 1.b. 

1S 2S

 

Après  avoir analysé  toutes  les possibilités nous  constatons que  la différence 

entre un VNM ‐ agent et celui qui déforme les probabilités objectives réside dans le 

fait que ce dernier peut choisir à  l’optimum  le portefeuille  sans  risque. Un VNM  ‐ 

agent peut,  lui  aussi,  investir dans  l’actif  sans  risque mais  seulement  quand  il  est 

indifférent entre tous les portefeuilles satisfaisant la contrainte budgétaire (ce cas est 

1x  

2x  

1 2x x=  
1S  

2S  

A′

A
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représenté sur la figure 1, cas 1). C’est‐à‐dire, pour un VNM ‐ agent l’actif sans risque 

est  un  parmi  plusieurs  portefeuilles  optimaux  et  n’est  pas  le  seul  choix  possible 

comme pour un agent déformant les probabilités objectives.   

Cependant,  rappelons que  l’hypothèse  1 2( ) ( ) 1w p w p+ ≠  qui a  rendu possible 

cette  analyse n’est pas  vérifiée  à  priori. En  réalité, dans  le  cas de deux  actifs nous 

avons constaté qu’il n’y pas de différence significative entre les deux individus dans 

la mesure où les courbes d’indifférence d’un VNM – agent et d’un BPT – agent sont 

des droites parallèles. A l’optimum tout les deux vont détenir un portefeuille risqué 

qui  se  trouve  sur  la  frontière  de  l’ensemble  des  portefeuilles  accessibles.  Plus 

précisément,  les  deux  agents  préfèrent  d’investir  dans  un  seul  actif  pur  (pas 

forcément le même).  

Toutefois, l’analyse du cas des deux actifs nous a permis d’avoir une intuition 

sur  un  résultat  général  qui  peut  éventuellement  être  établi  dans  le  cas  d’un  plus 

grand nombre d’actifs. En  se basant  sur  cette analyse nous pouvons  supposer que 

dans  les  cas  de  plus  grand  nombre  d’actifs  un  agent  déformant  les  probabilités 

objectives peut choisir un actif sans risque à  l’optimum. Notre objectif à présent est 

d’étudier  le  cas  de  trois  actifs  et  d’établir  si  notre  hypothèse  est  vérifiée  et  sous 

quelles conditions.  

 

 

 

IV.  Cas de trois actifs purs  3n =   

 

IV.1.  VMN – Agent. Approche graphique.  

 

Dans  le  cas  de  trois  actifs  le  portefeuille  optimal  (où  l’ensemble  de 

portefeuilles  optimaux)  est  défini  par  la  disposition  des  plans  d’indifférence  par 

rapport au plan du budget dans  3R+ . Par exemple, considérons le cas trivial où le plan 

du  budget  est  parallèle  aux  plans  d’indifférence.  Dans  ce  cas  le  plan  du  budget 
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coïncide  avec  une  de  plans  d’indifférence.  Ainsi,  tout  portefeuille  sur  le  plan 

budgétaire  est  un  portefeuille  optimal.  L’agent  est  donc  indifférent  entre  un  actif 

risqué et l’actif sans risque. Ce cas est analogue au cas de deux actifs représenté sur la 

figure 1, cas 1 où la droite budgétaire coïncide avec une des courbes d’indifférence.  

  Il est plus difficile à  établir  le portefeuille optimal quand  le plan du budget  

n’est pas parallèle aux plans d’indifférence. Cependant,  le résultat de maximisation 

d’une fonction linéaire est forcément un sous ‐ ensemble (un point ou une droite) sur 

la  frontière de  l’ensemble de maximisation. L’ensemble  3R+   est  borné par  les  trois 

plans  ,   et    . Cela signifie que parmi  les  trois actifs  il en existe au 

moins un dans  lequel  l’investissement  est nul  à  l‘optimum. En d’autres  termes,  le 

portefeuille optimal est toujours un portefeuille risqué qui contient un ou maximum 

deux  actifs  purs.  L’individu  peut  choisir  d’investir  dans  un  actif  sans  risque 

uniquement  dans  le  cas  où  il  est  indifférent  entre  l’actif  sans  risque  et  d’autres 

portefeuilles risqués situés sur le plan du budget (cas où le plan budgétaire coïncide 

avec un des plans d’indifférence).   

1 0x = 2 0x = 3 0x =

     

 

IV.2.  BPT – Agent. Condition nécessaire et suffisante. 

 

Considérons un agent qui déforme les probabilités objectives. Son programme 

s’écrit 

1 1 2 2 3 3Max x q x q x q+ +  

                        s.c  1 01 1 2 02 2 2 03 3( ) ( ) ( )x x x x x x 0π π π− + − + − =     (4) 

1 0x ≥ ;  ;  . 2 0x ≥ 3 0x ≥

où  ,   et   sont des poids remplaçant les probabilités d’occurrence 1q 2q 3q 1p ,  2p  et  3p  

respectivement.  Les  valeurs  des  poids  dépendent  de  l’ordre  des  paiements  du 

portefeuille. Comme nous  l’avons déjà constaté  l’ensemble de  tous  les portefeuilles 

disponibles est divisé en 6 sous‐ensembles notés   : ijkS

{ }/ 0 ; , , 1, 2,3ijk i j kS W x x x i j k et i j k= ≤ < < = ≠ ≠ . 
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A chacun de ces sous‐ensembles correspond le système de poids  ,   et  , a priori 

différents, définis selon la règle de Quiggin : 

iq jq kq

( )i iq w p= , 

( ) (j i jq w p p w p )i= + − , 

( ) ( ) 1 (k i j k i j iq w p p p w p p w p p= + + − + = − + )j

3

. 

 

Par exemple, dans le cas où  2 1x x x< <  nous avons : 

2 2( )q w p= ,  

1 2 1( ) (q w p p w p2 )= + − , 

  . 3 2 1 3 2 1 2 1( ) ( ) 1 (q w p p p w p p w p p= + + − + = − + )

Cet ensemble de portefeuilles est noté  . Les poids ne sont pas définis de la même 

façon  si  l’ordre  des  paiements  est  modifié.  Si  ,  où 

213S

123W S∈

{ }123 1 2 3 1 2 3( , , ) / 0 .S x x x x x x= < < < , les poids  ,   et   sont définis par  1q 2q 3q

1 1( )q w p= ,  

2 1 2( ) (q w p p w p1)= + − ,  

  . 3 1 2 3 1 2 1 2( ) ( ) 1 (q w p p p w p p w p p= + + − + = − + )

Ainsi, le programme (4) doit être résolu sur chaque  ijkS 8 : 

i i j j k kMax x q x q x q+ +  

                        s.c  0 0 0( ) ( ) ( )i i i j j j k k kx x x x x x 0π π π− + − + − =    

0ix ≥ ;  i jx x≤ ;  j kx x≤ . 

Le lagrangien   est défini par : ijkL

0 0 0

1 2 3

(( ) ( ) ( ) )

( ) ( )
ijk i i j j k k i i i j j j k k k

i i j j k

L x q x q x q x x x x x x

x x x x x

λ π π

μ μ μ

= + + − − + − + −

+ − − − −

π
 

où  1 0μ ≥ , 2 0μ ≥  et  3 0μ ≥ . Nous cherchons les solutions du système suivant : 

                                                 
8 L’ensemble { }/ 0 ; , , 1, 2,3ijk i j kS W x x x i j k et i j k= ≤ ≤ ≤ = ≠ ≠ et la fermeture de   dans ijkS

3R . 
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                                                    (5) 

1 2

2 3

3

1 2 3

0
0

0
.

0; ( ) 0; ( ) 0;

0; ; .

i i

j j

k k

i i j j k

i i j j k

q
q

q
c b

x x x x x

x x x x x

λπ μ μ
λπ μ μ

λπ μ

μ μ μ

− + − =⎧
⎪ − + − =⎪
⎪ − + =⎪
⎨
⎪
⎪ = − = −
⎪

≥ ≤ ≤⎪⎩

=

D’après  les  trois  dernières  équations  nous  cherchons  une  solution  dans 

l’ensemble  . A l’intérieur de   les plans d’indifférence sont des plans parallèles. 

Formellement, on se  retrouve ainsi dans un cas d’un VNM – agent qui cherche un 

portefeuille optimal ne pas dans

ijkS ijkS

3R+ , mais dans   qui est un sous‐ensemble de ijkS 3R+  

borné par  les plans  i jx x=   et  j kx x= . La droite  i j kx x x= =   est  l’intersection de  ces 

deux plans. La forme du portefeuille optimal dans   est définie par la disposition 

du plan de budget par  rapport aux plans d’indifférence. Le portefeuille optimal se 

trouve  forcément sur  la  frontière de   puisqu’il s’agit de maximiser une  fonction 

linéaire. Le cas qui nous intéresse est celui de l’actif sans risque. Le théorème suivant 

établi les conditions sous lesquelles la solution du système (5) se trouve sur la droite 

ijkS

ijkS

i j kx x x= = .   

 

Théorème9 

Soit  { }/ 0 ; , , 1, 2,3ijk i j kS W x x x i j l et i j k= ≤ < < = ≠ ≠ .  L’agent  cherche  à  résoudre  le 

programme de maximisation suivant  

i i j j k kMax x q x q x q+ +  

s.c  0 0 0( ) ( ) ( )i i i j j j l k kx x x x x x 0π π π− + − + − =  

0ix ≥ ;  i jx x≤ ;  j kx x≤ . 

où les poids sont définis par  

( )i iq w p= , 

( ) (j i jq w p p w p )i= + −  et 

1 (k iq w p p )j= − + . 

                                                 
9 Voir la  démonstration dans l’annexe 1.c. 
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L’actif sans risque est le seul portefeuille optimal dans  ijkS  si et seulement si  

i j i

k k

q q
q

jπ π
π

+ +
>  (6)   et    i

j k j k

q
q q

iπ
π π

>
+ +

    (7) 

 

Remarque  

En réalité,   en cas d’égalité dans  les équations  (6) et  (7)  l’actif sans risque est 

aussi le portefeuille optimal. Dans ce cas particulier l’agent est indifférent entre l’actif 

sans  risque  et  d’autres  portefeuilles  situés  sur  i jx x=   (équation  6)  ou  sur  j kx x=  

(équation 7). Or, par analogie avec le cas des deux actifs, nous nous intéressons à la 

situation dans laquelle l’actif sans risque est le seul choix possible, c’est‐à‐dire il est le 

seul portefeuille optimal. Nous considérons donc les inégalités strictes dans (6) et (7).                         

 

Le théorème 1 propose une condition nécessaire et suffisante dans l’ensemble 

.  Évidemment,  si  l’agent  choisit  l’actif  sans  risque  dans  chacun  des  six  sous‐

ensembles 

ijkS

ijkS ,  cet  actif  sera  préféré  par  l’agent  à  tout  autre  portefeuille.  Nous 

montrons que  la condition du  théorème 1 ne peut pas être vérifiée sur  tous  les   

simultanément.  Pour  cela  réécrivons  la  condition  du  théorème  1  en  termes  de 

probabilités objectives : 

ijkS

( )
1 ( )

i j i

i j k

w p p
w p p

jπ π
π

+ +
>

− +
   et    ( )

1 ( )
i i

i j

w p
w p k

π
π π

>
− +

    (8) 

Concrètement, sur l’ensemble   nous avons  123S

1 2 1

1 2 3

( )
1 ( )

w p p
w p p

2π π
π

+ +
>

− +
  et   1 1

1 2

( )
1 ( )

w p
w p 3

π
π π

>
− +

. 

De même, par exemple sur l’ensemble   l’équation (8) devient : 231S

2 3 2

2 3 1

( )
1 ( )

w p p
w p p

3π π
π

+ +
>

− +
 et  2 2

2 1

( )
1 ( )

w p
w p 3

π
π π

>
− +

. 

 

Finalement, d’après le théorème 1, l’actif sans risque est le portefeuille optimal dans 

tous les  ijkS  si et seulement si le système suivant est compatible : 
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1 2 1 2

1 2 3

1 3 1 3

1 3 2

2 3 2

2 3 1

1 1

1 2 3

2 2

2 1 3

3 3

3 1 2

( )
1 ( )

( )
1 ( )

( )
1 ( )

( )
1 ( )

( )
1 ( )

( )
1 ( )

w p p
w p p

w p p
w p p

w p p
w p p

w p
w p

w p
w p

w p
w p

3

π π
π

π π
π

π π
π

π
π π
π

π π
π

π π

+ +⎧ >⎪ − +⎪
+ +⎪

>⎪ − +⎪
⎪ + +

>⎪ − +⎪
⎨
⎪ >
⎪ − +
⎪
⎪ >
⎪ − +
⎪
⎪ >⎪ − +⎩

                      (9) 

Les trois premières équations du système correspondent à la condition (6) reproduite 

dans  chacun des  ensembles    et  les  trois dernières  équations  correspondent  à  la 

condition (7). Notons 

ijkS

1 2 3π π π π= + + . D’après  les calculs élémentaires  le système (9) 

est équivalent à   

1 2
1 2

1 3
1 3

2 3
2 3

1
1

2
2

3
3

( )

( )

( )

( )

( )

( )

w p p

w p p

w p p

w p

w p

w p

π π
π

π π
π

π π
π

π
π
π
π
π
π

+⎧ + >⎪
⎪

+⎪ + >⎪
⎪ +⎪ + >
⎪
⎨
⎪ >
⎪
⎪
⎪ >
⎪
⎪

>⎪
⎩

 

 

Ainsi,    d’après  les  trois  dernières  équations.  Or,  toute 

fonction  de  pondération    vérifie  la  condition 

1 2 3( ) ( ) ( ) 1w p w p w p+ + >

w 1 2 3( ) ( ) ( ) 1w p w p w p+ + = .  De  cette 

façon nous avons montré que la condition nécessaire et suffisante du théorème 1 ne 

peut pas être vérifiée sur tous les sous‐ensembles   simultanément. Cela implique 

qu’il  existe  au moins un  sous‐ensemble, noté  ,  sur  lequel  l’investissement dans 

l’actif  sans  risque  n’est  pas  optimal.  Il  existe  donc  un  portefeuille  risqué   

ijkS

ijkS%

P
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appartenant à   qui procure à  l’agent plus de  satisfaction que  l’actif  sans  risque. 

Puisque  sur  tout  ensemble    l’actif  sans  risque  procure  la même  satisfaction  à 

l’agent,  ce  dernier  choisira    à  l’optimum.  En  conclusion,  pour  un  agent  qui 

maximise  l’espérance de  sa  richesse  finale en déformant  les probabilités objectives, 

l’investissement dans l’actif sans risque n’est jamais optimal.    

ijkS%

ijkS

P

   

   

 

V. Discussion 

 

La  déformation  des  probabilités  objectives  est  un  des  points  qui  fait  la 

différence entre les modèles de Markowitz (1952) et de Shefrin et Statman (2000). En 

effet, dans  les deux modèles  les  agents  cherchent  à maximiser  l’espérance de  leur 

richesse  finale.  Or,  l’un  considère  les  probabilités  déformées  et  l’autre  ‐  les 

probabilités objectives.  En outre, le portefeuille optimal de Markowitz est déterminé 

pour  une  valeur  donnée  de  la  variance,  alors  que  le  choix  de  BPT  –  agent  est 

conditionné par une contrainte de sécurité.  

Le portefeuille optimal obtenu dans le cadre de la théorie BPT diffère de celui 

suggéré par le modèle espérance – variance de Markowitz (1952a). Plus précisément, 

selon  l’approche espérance – variance  l’investisseur cherche à diminuer  le risque et 

détient un portefeuille parfaitement diversifié à  l’optimum. Au contraire, Shefrin et 

Statman suggèrent que  l’individu peut choisir d’investir une partie non négligeable 

de sa richesse dans un titre présentant une asymétrie positive  importante, ayant  les 

caractéristiques d’une loterie. Concrètement, suivant le modèle BPT l’individu choisit 

le portefeuille contenant un actif « peu  risqué »  (voir  sans  risque) et un  titre « trop 

risqué ».  Évidemment,  un  tel  portefeuille  ne  peut  pas  s’inscrire  dans  un  contexte 

classique de la diversification parfaite.  

Ici  nous  avons montré  que  le  choix  de  l’agent  qui  déforme  les  probabilités 

objectives  est  similaire  à  celui  qui  ne  les  déforme  pas  à  condition  de maximiser 
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l’espérance  de  la  richesse  finale. Cela  signifie  que  la  différence  de  comportement 

décrite par les deux modèles ne peut pas prévenir de la déformation des probabilités.  

En outre, cela  implique que, ce n’est pas  la déformation des probabilités objectives 

qui  est  à  l’origine  de  la  forme  particulière  du  portefeuille  optimal  de  Shefrin  et 

Statman (2000).    

Le  résultat  obtenu  est,  à  notre  avis,  dû  au  fait  que  l’individu  est  supposé 

neutre  au  risque  en  terme de  l’utilité  espérée :  sa  fonction d’utilité  est  linéaire  car 

nous avons considéré un  individu qui maximise  l’espérance de sa richesse  finale et 

non pas l’utilité espérée. Ainsi, l’attitude face au risque n’est prise en compte que par 

la fonction de pondération. Par ailleurs, une approche analogue a été développée par 

Yaari  (1987) dans  la  théorie duale à  l’utilité espérée où  le rôle des paiements d’une 

loterie  et  des  probabilités  d’occurrence  sont  renversés.  L‘un  parmi  nombreux 

résultats  de  Yaari  est  le  constat  de  l’existence  des  « paradoxes  duaux ». 

Concrètement,  le comportement considéré comme « paradoxale» dans  la  théorie de 

l’utilité  espérée  s’explique  bien  avec  la  théorie  duale  de  Yaari.  Par  contre,  pour 

chaque  « paradoxe » de  l’utilité  espérée  il  en  existe un  autre,  le  « paradoxe» de  la 

théorie duale. Par  exemple,  considérons  l’expérience utilisé par Allais  (1953) pour 

prouver  l’impossibilité  d’expliquer  à  l’aide  de  la  théorie  de  l’utilité  espéré  le 

comportement  observé. Ce dernier  n’est pas  considéré  comme paradoxale dans  la 

théorie  duale. Cependant,  il  est  possible  d’établir  une  expérience  qui  ressemble  à 

celle utilisée par Allais, mais avec les rôles de paiements et de probabilités inversés. 

Cette  expérience   permet d’observer un  comportement  cohérent avec  la  théorie de 

l’utilité espéré, mais qui ne peut pas être expliqué par la théorie duale.    

Notre résultat va dans  le même sens que celui de Yarri (1987). En effet, nous 

avons montré qu’un individu qui maximise l’espérance de sa richesse finale sous les 

probabilités déformées se comporte de la même façon qu’un individu qui considère 

les  probabilités  objectives.  Ainsi,  nous  prétendons  que  la  déformation  des 

probabilités  objectives,  seule,  n’est  pas  suffisante  pour  amener  à  des  résultats 

significativement différents.  En conclusion, l’attitude face au risque doit être prise en 

compte de manière  jointe par  l’intermédiaire des deux fonctions : d’une part, par  la 
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fonction de pondération  et, d’autre part, par  la  fonction d’utilité ou  la  fonction de 

valeur.  

Notre résultat s’inscrit aussi dans le contexte des travaux défendant la théorie 

des perspectives de Tversky et Kahneman  (1992) qui connaît aujourd’hui un grand 

succès.  En  apportant  des  explications  satisfaisantes  à  des  phénomènes  qui  sont 

considérés comme des « puzzles » dans la théorie de l’utilité espérée cette théorie fait 

partie des modèles non  linéaires. Ainsi,  l’individu décrit par Tversky et Kahneman  

transforme  les  probabilités  aussi  bien  que  les  paiements  d’une  loterie  avant  de 

l’évaluer. Certain auteurs, comme par exemple Levy et Levy  (2002), proposent des 

expériences qui semblent prouver l’indigence de la théorie des perspectives. Or, dans 

ces expériences Levy et Levy appliquent les probabilités objectives en prétendant que 

la  déformation  des  probabilités  ne  joue  pas  le  rôle  important. Or, Wakker  (2003) 

refait les mêmes expériences et montre que c’est par ce que Levy et Levy ont négligé 

la  fonction de pondération qu’ils ont arrivé à ces conclusions. De cette  façon, nous 

confirmons  l’analyse  de Yaary  (1987)  et  de Wakker  (2003),  établies  tout  de même 

dans un  contexte différent,  en montrant  l’importance de prendre  en  considération 

ensemble les deux composantes de l’attitude face au risque.  

 

 

 

VI. Conclusion 

 

 L’espérance  d’utilité  de  la  richesse  finale  ou  la  rentabilité  espérée  est  un 

critère de choix intuitif quand il s’agit de faire un choix dans une situation risquée. Le 

BPT  de Shefrin et Statman (2000) s’appuient, également, sur le critère de l’espérance, 

mais  contrairement  à  l’approche  classique,  supposent  que  les  préférences  des 

individus  ne  sont pas  linéaires par  rapport  aux probabilités. Dans  ce papier  nous 

avons étudié  l’impact de ce phénomène psychologique sur  le choix de portefeuille. 

Nous avons pris comme référence le modèle BPT de Shefrin et Statman (2000) dans 
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lequel  l’individu  fait son choix en maximisant  l’espérance de  la richesse  finale sous 

les  probabilités  déformées  et  sous  une  contrainte  de  sécurité.  Notre  choix  a  été 

motivé  par  le  fait  que  le  portefeuille  optimal  obtenu  dans  le  cadre  de  ce modèle 

diffère de celui proposé par l’approche standard de Markowitz (1952). Ainsi, il peut 

paraître que c’est parce que  l’agent de Shefrin et Statman   déforme  les probabilités 

objectives  qu’il  choisit  un  portefeuille  contenant  un  billet  de  loterie. Nous  avons 

comparé  deux  agents  qui  maximisent  l’espérance  de  la  richesse  finale.  Or,  l’un 

d’entre eux, appelé VNM – agent, considère les probabilités objectives tandis que le 

deuxième déforme  les probabilités avant de calculer  l’espérance. En alternant deux 

techniques  différentes,  une  approche  analytique  et  une  approche  graphique,  nous 

avons constaté, dans des cas relativement simples  (le nombre d’actifs purs  2n =  et 

), que  les portefeuilles optimaux des deux agents ont  la même  structure. Plus 

précisément,  il  existe  toujours  un  portefeuille  optimal  qui  ne  contient  qu’un  seul 

actif. Précisons que cela ne signifie pas, toutes choses égales par ailleurs, que les deux 

agents  vont  choisir  le  même  portefeuille  à  l’optimum.  Toutefois,  il  n’y  pas  de 

différence significative dans le comportement des deux individus dans la mesure où 

chacun  cherche  à  investir  dans  un  portefeuille  qui  se  trouve  sur  la  frontière  de 

l’ensemble des portefeuilles disponibles. Il est connu que pour un VNM – agent cette 

stratégie  est optimale  car  il maximise  l’espérance,  c’est‐à‐dire une  fonction  linéaire 

par  rapport  aux  probabilités.  Et  même  si  ce  n’est  plus  le  cas  pour  l’individu 

déformant  les  probabilités  (sa  fonction  objectif  n’est  pas  linéaire  par  rapport  aux 

probabilités  sur  l’ensemble  des  portefeuilles  disponibles),  le  résultat  obtenu  laisse 

penser que le critère de l’espérance de la richesse finale ne suffira pas pour amener à 

des choix de portefeuille significativement différents. 

3n =

En outre,  la  forme particulière du portefeuille optimal de Shefrin et Statman 

n’est pas due au  fait que  l’individu déforme  les probabilités objectives. Rappelons 

que pour  le moment  le rôle de  la contrainte de sécurité n’a pas été clarifié puisque 

nous avons supposé que cette contrainte est toujours satisfaite. En fait, la contrainte 

détermine  l’ensemble  des  portefeuilles  de  sécurité.  Mais,  dans  la  mesure  où 

l’individu qui déforme  les probabilités se comporte d’une manière similaire à celle 
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d’un individu qui ne  déforme pas les probabilités, le problème de maximisation de 

l’agent se réduit à une maximisation sur un sous ‐ ensemble particulier.    
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ANNEXE 1.a 
 

Nous  montrons  que,  contrairement  au  cas  de  deux  actifs  purs,  les  plans 

d’indifférences correspondants aux différents sous‐ensembles ne sont pas parallèles.      

Considérons le cas de trois actifs,  3n = . 

Notons  { }123 1 2 3 1 2 3( , , ) / 0 .S x x x x x x= < < <  Si  123W S∈  , les poids  ,   et   sont 

définis par  

1q 2q 3q

1 1( )q w p= ,  

2 1 2( ) (q w p p w p1)= + − ,  

  . 3 1 2 3 1 2 1 2( ) ( ) 1 (q w p p p w p p w p p= + + − + = − + )

3

Les poids ne sont pas définis de la même façon si l’ordre des paiements est modifié. 

Par exemple, dans le cas où  2 1x x x< <  nous avons : 

2 2( )q w p= ,  

1 2 1( ) (q w p p w p2 )= + − , 

  . 3 2 1 3 2 1 2 1( ) ( ) 1 (q w p p p w p p w p p= + + − + = − + )

Par analogie, cet ensemble de portefeuilles est noté  . D’une façon plus générale, 

notons 

213S

{ }/ 0 ; , , 1, 2,3ijk i j kS W x x x i j l et i j k= ≤ < < = ≠ ≠ . Ainsi, l’ensemble  3R+  de tous 

les  portefeuilles  est  divisé  en  six  sous‐ensembles  .  A  chacun  de  ces  sous‐

ensembles  correspond  le  système de poids  ,    et  ,  a  priori différents, définis 

selon la règle de Quiggin : 

ijkS

iq jq kq

( )i iq w p= , 

( ) (j i jq w p p w p )i= + − , 

( ) ( ) 1 (k i j k i j iq w p p p w p p w p p= + + − + = − + )j . 

Les plans d’indifférence sont définis par les équations : 

1( )i j j k kx w p x q x q const+ + =  

Nous pouvons facilement montrer que les plans des différents sous‐ensembles   ne 

sont  pas  parallèles. A  titre  d’exemple  considérons    et  .  Les  équations  des 

plans d’indifférence  correspondants sont :  

ijkS

123S 132S
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1 1 2 1 2 1 3 1 2( ) ( ( ) ( )) (1 ( ))x w p x w p p w p x w p p const+ + − + − + =   dans   123S

1 1 2 1 3 1 1 3( ) ( ( ) ( )) (1 ( ))kx w p x w p p w p x w p p const+ + − + − + =   dans   132S

Pour que ces plans soient parallèles il faut et il suffit que   

1 1 2 1 1

1 1 3 1 1

( ) ( ) ( ) 1 ( )
( ) ( ) ( ) 1 ( )

w p w p p w p w p p
w p w p p w p w p p

2

3

+ − − +
= =

+ − − +
. 

Or, aucune de ces deux égalités n’est vérifiée car  1 2 1 3( ) (w p p w p p )+ ≠ + . D’une façon 

générale, cela  signifie que  les plans d’indifférence appartenant aux différents  sous‐

ensembles   ne sont pas parallèles. ijkS

 
 
 
 

ANNEXE 1.b. 
 

Considérons  le  cas  représenté  sur  la  figure  ci‐dessous  où  les  courbes 

d’indifférence dans   sont moins pentues que celles dans   : 1S 2S 1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

−
<

−
.  

2x

1x

 

1 2x x=  
1S  

2S  

A′

 A  

1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

−
<

−
 

 

Nous montrons que dans ce cas le choix optimal de l’agent consiste à investir 

toute sa richesse dans un seul actif comme dans le cas d’un VNM – agent. Pour cela, 

nous  comparons  les  pentes  des  courbes  d’indifférence  avec  la  pente  de  la  droite 

budgétaire dans   et   respectivement.  1S 2S
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Cas 1. La droite de budget est plus pentue que les courbes d’indifférence dans 

 (elle l’est forcément dans  ) : 2S 1S 1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

1

2

π
π

−
< <

−
. La solution optimale dans 

 est un portefeuille de la forme 1S 2(0, )x  et dans   la solution optimale se trouve sur 

la bissectrice. Finalement,  le portefeuille optimal  (dans 

2S

2R+ )  est de  la  forme  2(0, )x . 

(Figure 1). 

 

 

2x

                  

1 2

1 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

1

2

π
π

−
<

−
<         1 1

2 1

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

2

2

π
π

−
< <

−
 

 Cas 1.             Cas 2. 

 

 

1 1

1 2 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

2π
π

−
< <

−
 

Cas 3. 

Figure 1  

 

1x  

2x  

1 2x x=  

2S  

1S  

1x  

2x  

1x

 

1 2x x=  

2S  

1S  

W ∗  

1 2x x=  
1S  

2S  

W ∗  
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Cas  2. La droite de budget  est moins pentue que  les  courbes d’indifférence 

dans    et  est  moins  pentue  que  les  courbes  d’indifférence  dans   : 1S 2S

1 1

2 1

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

2

2

π
π

−
< <

−
  Ainsi,  la  solution  optimale  dans    se  trouve  sur  la 

bissectrice et celle dans   est de la forme  . Finalement, le portefeuille optimal 

est aussi de la forme  .  

1S

2S 1( ,0)x

1( ,0)x

Cas  2. La droite de budget  est moins pentue que  les  courbes d’indifférence 

dans    et  est  plus  pentue  que  les  courbes  d’indifférence  dans   : 2S 1S

1 1

1 2 2

( ) 1 ( )
1 ( ) ( )

w p w p
w p w p

2π
π

−
< <

−
 Dans  ce  cas  la  solution  optimale dans    est de  la  forme 1S

2(0, )x et celle dans   est de  la  forme  . De cette  façon,  le portefeuille optimal 

peut prendre une de ces deux formes (sur la figure le portefeuille   apporte plus 

de satisfaction à l’agent que le portefeuille 

2S 1( ,0)x

1( ,0)x

2(0, )x ). 

 
 
 

 
ANNEXE 1.c. 

 

Démonstration du théorème 1. 

Montrons  d’abord  que  les  conditions  (6)  et  (7)  forment  une  condition 

suffisante pour que  l’actif  sans  risque  soit une  solution du  système  (5). Supposons 

que  l’équation (6) soit vérifiée. D’après  les trois premières équations du système (5) 

nous avons  

1 3

3

( )i j i j i j

k k

q q
q k

λ π π μ μ π π
λπ μ π

+ + − +
= >

−

+
. 

Où bien  

1 3 3( ) ( ) ( )i j k k k i j k i jλ π π π μ π μ π λ π π π μ π π+ − + > + − + . 

D’où  

3 1( )i j k k 0μ π π π μ π+ + > ≥  

puisque  1 0μ ≥ . Nous en déduisons que  3 0μ > , ce qui implique  j kx x= . 
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Supposons maintenant que l’équation (7) est vérifiée. D’après les équations du 

système (5) nous avons  

1 2

2( )
i i

j k j k j k

q
q q

iλπ μ μ π
λ π π μ π π

− +
= >

+ + − +

) 0

 

Où bien  

2 1( ) (i j k j kμ π π π μ π π+ + > + ≥ . 

D’où  2 0μ >  et donc  i jx x= . 

  Ainsi,  si  les  conditions  (6)  et  (7)  sont  satisfaites,  l’actif  sans  risque  est  la 

solution du système (5). 

Montrons  que  les  deux  équations  (6)  et  (7)  forment  aussi  une  condition 

nécessaire  pour  que  l’actif  sans  risque  soit  la  solution  du  système  (5).  Avant 

d’aborder ce problème précisons que les équations (6) et (7) sont exprimées en termes 

des poids associés aux portefeuilles de dimension 310. Or, dans ce qui suit nous allons 

considérer aussi les portefeuilles de dimension 2, plus précisément des portefeuilles 

sur les plans  i jx x=  ou  j kx x= . Rappelons que les poids de dimension 3 sont définis 

par 
3 ( )i iq w p= ,   et  . 3 ( ) (j i jq w p p w p= + − )i )j

)j

3 1 (k iq w p p= − +

Et pour la dimension 2 nous avons   
2 ( )ij i jq w p p= +  et    si   2 1 (k iq w p p= − + i jx x=  

2 ( )i iq w p=  et    si   2 1 (jk iq w= − )p j kx x= . 

Ainsi,  sur  le  plan  i jx x=   nous  avons  3 3 ( )i j i jq q w p p q2
ij+ = + =   et  les  poids  pour 

l’événement  le  plus  favorable  sont  les mêmes  pour  les  deux  dimensions :  3 2
k kq q= . 

Avec cette remarque, sur le plan  i jx x=  l’équation (6) devient : 

ij i j

k k

q
q

π π
π
+

>       (8) 

                                                 

j

10 On dit qu’un portefeuille contenant trois actifs est de dimension 3 si les paiements des trois actifs sont 
différents. Dans le cas contraire, par exemple quand ix x= , les états iω  et  jω  se transforme en un seul 

état qui se réalise avec la probabilité  i jp p+ . La dimension du portefeuille diminue de 1.  
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De même, sur le plan  j kx x=  nous avons  3
iq q2

i=  et  . Sur ce plan 

l’équation (7) devient 

3 3 21 ( )j k i jq q w p q+ = − = k

  i i

kj j k

q
q

π
π π

>
+

     (9) 

Montrons  dans  un  premier  temps  que  l’équation  (6)  est  une  condition 

nécessaire  pour  que  l’actif  sans  risque  soit  la  solution  du  système  (5).  Pour  cela, 

supposons qu’elle n’est pas vérifiée : 

i j i j

k k

q q
q

π π
π

+ +
≤    ou bien   ij i j

k k

q
q

π π
π
+

≤  si  i jx x=     (10) 

Il existe un portefeuille risqué qui apporte à l’individu plus de satisfaction que l’actif 

sans  risque. La  représentation graphique permet d’identifier  ce portefeuille. Sur  le 

plan  i jx x=   l’hypothèse  (10)  signifie  que  les  courbes  d’indifférence  sont  moins 

pentues que la contrainte de budget. Nous représentons cette situation sur la figure 

1.  

 

Figure 1 

 

De cette façon, l’individu investit tout sa richesse dans  l’actif  . Soit un portefeuille 

 de la forme   et 

ke

P 0i jx x= = 0
k

k

Wx
π

= . Ainsi, nous sommes dans le cas de la dimension 

2.  0( ) k
h

k

q WE P
π

=  où l’indice   signifie que l’agent remplace les probabilités objectives 

par  les  poids  dans  le  calcul  de  l’espérance. Montrons  que 

h

0( )h
i j

WE P
kπ π π

≥
+ +

.  Le 

terme de droite  est  l’espérance de  l’actif  sans  risque. D’après  la  relation  (10) nous 

avons 

W ∗  

i jx x=  

kx  

Contrainte budgétaire 

Courbe d’Indifférence 
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( )i j k i j kq q 0π π π− + ≤  

d’où 

(1 ) ( ) 0k k i j kq qπ π π− − + ≤  

car  . Et donc 1i j kq q+ =

( )k i j k qkπ π π π≤ + +  

0 0

( )
k

k i j

q W W

kπ π π π
≥

+ +
. 

De cette  façon, si  l’inégalité  (6) n’est pas vérifiée  il existe un portefeuille risqué qui 

apporte à  l’individu plus de  satisfaction que  le portefeuille  sans  risque. Rappelons 

que le cas d’égalité dans la condition (10) correspond à la situation où l’individu est 

indifférent  entre  le  portefeuille    et  l’actif  sans  risque.  En  d’autres  termes,  la 

condition (6) est une condition nécessaire pour que l’actif sans risque et lui seul soit 

le portefeuille optimal.    

P

Nous utilisons la même démarche afin de montrer que la condition 7 est aussi 

une  condition  nécessaire  pour  que  l’investissement  dans  l’actif  sans  risque  soit 

optimal. Supposons que la condition 9 n’est pas vérifiée : 

  i

j k j k

q
q q

iπ
π π

≤
+ +

  ou bien   i i

kj j k

q
q

π
π π

≤
+

 sur  j kx x=     (11) 

Sur  le plan  j kx x=   cela  signifie  que  la pente des  courbes d’indifférence  est moins 

forte que celle de la contrainte budgétaire (voir figure 2). 

 

x

 

Figure 2 

 

j kx=  

Contrainte budgétaire 

W ∗  Courbe d’Indifférence 

ix  

 35



Le portefeuille   tel que   et P 0ix = j kx x=  sera préféré par l’agent au portefeuille sans 

risque. En effet, nous avons  0( ) jk
h

j k

q W
E P

π π
=

+
 et d’après 13 : 

(1 )( ) 0jk j k i jkq qπ π π− + − ≤  

où encore 

0 0

( )
jk

j k i j k

q W W
π π π π π

≥
+ + +

. 

De  cette  façon,  si  la  condition  (9)  n’est  pas  vérifiée  l’agent  ne  choisira  pas  le 

portefeuille sans risque à l’optimum.  
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